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空間の別の空間上の多重度について
谷山公規
本稿の目的は，空間の別の空間上の多重度という概念を定義して，その基本的な性質を調べることで
ある．この概念は種々のカテゴリー上で定義可能であるが，本稿では以下の3つのカテゴリーにおいて
考察する．
（S）空でない有限集合と写像のカテゴリー
（T）位相空間と連続写像のカテゴリー
（G）群と準同型写像のカテゴリ一
一　X，YをobjectsとLf：X→Yをmorphismとする．fがFMP（finitemultiplicityproperty）
を持つとは，任意のy∈yにづいてJ」（y）が有限集合であり，さらに集合の」（y）Hy∈y）が上
に有界であること，と定義する．ここで刷は有限集合Aの元の個数を表わす．このときJの多重度
m（のを
m（の＝maXくけ‾1（ymy∈y）
で定義する．（G）においてはm（f）＝lker（f）Eとなることに注意する．XがFMPoverYを持つと
は，FMPを持つmorphismf：X→Yが存在すること，と定義する．このときXのY上の多重度
m（ズ：y）を
m（X：Y）＝mintm（f）if：X→YisamorphismwithFMP）
で定義する．
例1．（S）において，ズ＝（1，2，3，4，5，6），y＝〈1，2）とし，1＝ズ→yを
1（1）＝1（3）＝1（5）＝1，1（2）＝1（4）＝1（6）＝2
で定義される写像としたときに，m（ズ‥y）＝m（の＝3である．この例から，ズのy上の多重度とい
う概念は，除法もしくはその逆算法である乗法の，ある意味の一般化と云えると思う．
命題2．（1）ガが朗オPoUeryを持つとき，m（Ⅹ：y）≧1．
（2）任意の0わec≠方について，方はダ財PoUerガを持ち，m（ズ：Ⅹ）＝1．
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（3）方がダ〟PoUeryを持ち，γが旦MPoUerZを搾つとき，方は棚PoUerZを持ち，
m（ズ‥Z）≦m（ズ：y）m（y：Z）・
objectの集合FがFMPを持つとは，任意のX，Y∈fについてXがFMPoverYを持つこと，と
定義する．
このとき方，y∈アに対して方とyの（擬）距離d（ガ，y）を
d（方，y）＝log。（m（ズ：y）m（y：ズ））
で定義する．
命題3・0わec舌の集合アが棚Pを持つとする．このとき（7，d）は擬距離空間である．すなわち任意
のズ，YZ∈アに対して以下が成立する．
（Dl′）d（ズ，y）≧0，ズ＝yならばd（ズ，y）＝0，
（D2）d（ガ，y）＝d（㌫ズ），
（D3）d（ズ，Z）≦d（ガ，y）＋d（yZ）．
以下ではこの擬距離空間がいつ距離空間となるかを考察する．最初にカテゴリー（T）において考察
する．
位相空間ズとyが弱同相であるとは，ズからyへの単射連続写像が存在し，yから方への単射連
続写像も存在すること，と定義する．位相空間の集合アがcJαSSedであるとは，方，y∈アが互いに弱
同相ならば互いに同相であること，と定義する．位相空間ズがse佑cbSedであるとは，1：ズ→ズが
単射連続写像ならば！はズの上への同相写像である土と，と定義する．
命題4．Se妨cJosedな位相空間の集合アはcJαSSedである．
定理5・位相空間の集合アがダ〟Pを持ち，CJαS占edであるとする．このとき（7，d）は距離空間である．
すなわち任意のズ，㌫Z∈アに対して以下が成立する．
（Dl）d（ズ，y）≧0，ズ＝y⇔d（ズ，y）＝0，
（D2）d（又，y）＝d（㌫ズ），
（D3）d（方，Z）≦d（ズ，y）＋d（YZ）．
次にカテゴリー（G）において考察する．
群方とyが弱同型であるとは，ズからγへの単射準同型写像が存在し，yからズへの単射準同型
写像も存在すること，と定義する．群の集合デがcJαSSedであるとは，ズ，y∈アが互いに弱同型なら
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ば互いに同型であること，と定義する．群ガがco一助がα和であるとは，1：ズ→ズが単射準同型写
像ならばJは同型写像であること，と定義する．
命題6．co一彿扉加な群の集合アはcJα5Sedである．
定理7・群の集合アがダ財Pを持ち，CJα∫Sedであるとする．このとき（7，d）は距離空間である．すな
わち任意のガ，YZ∈アに対して以下が成立する．
（Dl）d（ズ，y）≧0，ズ＝y⇔d（ズ，y）＝0，
（D2）d（ガ，y）＝d（町方），
（D3）d（ズ，Z）≦d（方，y）＋d（yZ）・
以上について，次にいくつかの例を列記する．
例8．（1）閉多様体はsel手closedである．
（2）次数1の頂点を持たない有限グラフはsel手closedである．
（3）孤立頂点を持たず，閉区間と同相な連結成分も持たない有限グラフの集合はclassedである．すなわ
ち以下が成立する．ガとyを，孤立頂点を持たず，閉区間と同相な連結成分も持たない有限グラフと
する．方とγが互いに弱同相ならばズとyは互いに同相である．
（4）非負整数花を固定したとき，れ次元有限単体的複体全体の集合アはFMPを持つ．
（5）花を自然数とし，∬2m＋1を271＋1頂点完全グラフとする．Slを円周とする．このとき
m（∬2叫1：Sl）＝空色上里
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（6）有限群はco－Hop丘anであり，Fを有限群全体の集合としたときFはFMPを持つ．
（7）無限群ズを固定する．アを方と有限群の直和の形で表わせる群全体の集合としたときデはFMP
を持つ．
次に，群の集合上に（少なくとも見かけ上は）別の（擬）距離を定義する．
X，Yを群とLf：X→Yをhomomorphismとする．fがFM’p（finiteco一multiplicityproperty）
を持つとは，1の像J（ズ）のyにおけるindex［y‥1（ズ）］が有限であ‘ること，と定義する．このとき
fのC0－multiplicitym＊（f）をm’（f）＝lY：f（X）］で定義する．
XがFM＊PoverYを持つとは，FM＊Pを持つhomomorphismf：X→Yが存在すること，と定
義する・このときXのY上のcoTmultiplicitym＊（X：Y）を
m＊（X：Y）＝mintm＊（f）Jf：X→YisahomomorphismwithFM’p）
で定義する．
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命題9．（1）方が紺PoUeryを持つとき，mネ（ズ：y）≧1．
（2）任意の群方について，ズはぎ〟ネPoUer方を持ち，mホ（ズ：ズ）＝1・
（3）ガが紺PoUeryを持ち，yが押PoUerZを持つとき，方は紺PoUerZを持ち，
mホ（ズ：Z）≦mI（ズ：y）mネ（y：Z）．
群の集合FがFM＊Pを持つとは，任意のX，Y∈FについてXがFM＊PoverYを持つこと，と定
義する．
このときズ，y∈アに対して方とγの（擬）距離が（ズ，y）を
dネ（ガ，y）＝log。（mホ（ズ：y）mホ（y‥ズ））
で定義する．
命題10．群の集合アが紺Pを持つとする．このとき（ア，dつは擬距離空間である．すなわち任意の
ズ，羊Z∈アに対して以下が成立する．
（Dl′）dネ（ズ，y）≧0，ズ＝yならばdホ（又，y）＝0，
（D2）が（ズ，y）＝dネ（㌫ズ），
（D3）dホ（方，Z）≦が（ズ，y）＋が（yZ）・
この擬距離がいつ距離となるかについても同様な考察が可能であるが，本稿では省略する．
命題11．ズ，yを有限群とする．このときd（ズ，y）＝dネ（ズ，y）である．
例12．ダ（可をrank71の自由群とする．m（ダ（2）：ダ（3））＝m（ダ（3）：ダ（2））＝1，mホ（ダ（3）：ダ（2））＝1
であるが，ダ（2）はFMネPoverダ（3）を持たない．
本稿で述べた命題や定理や例の証明など，詳しいことは
K．Tmiyama，Multiplicityofaspaceoveranotherspace（仮題），inpreparation．
に発表する予定である．また，同じアイディアで，結びHの別の結び目上の多重度という概念も定義さ
れ，これに基づいて本稿と同様にして結び目の集合上に距離が定義される．これについては
K．Taniyama，MultiplicitydistanCeOnknots（仮題），inpreparation．
に発表する予定である．
